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Algebrai geometria

Linearis algebra: elséfokl tobbvaltozds egyenletrendszerek
megolddsainak (nulla-helyeinek) vizsgalata

Galois elmélet: egy magasabbfoki egyvéltozds polinom (egyenlet)
megolddsainak (nulla-helyeinek) vizsgalata

Algebrai geometria: Magasabbfokd, tobbvaltozés
egyenletrendszer nullahelyeinek vizsgalata.

Az eddigi kiosztott Fields érmek alapjan az algebrai geometria a
"legdijazottabb” terlilet:

» Kodaira ('54), Serre ('54), Atiyah ('66), Grothendieck ('66),
Hironaka ('70), Bombieri ('74), Mumford ('74), Deligne ('78), Yau
('82), Faltings ('86), Drinfeld ('90), Mori ('90), Kontsevich ('98),
Voevodsky (2002), Okounkov (2006), Ngo (2010), Bhargava (2014),
Mirzakhani (2014), Birkar (2018), Scholze (2018), Huh (2022)



Algebrai gorbék
> Definicié: Az algebrai gorbék azon a geometriai alakzatok,
amelyek egy polinom egyenlet megoldasaiként jonnek létre a
sikon vagy a térben.
> Példak:
» Lindris gorbék: y = mx + b (egyenesek).
> Kvadratikus gérbék: y = ax® + bx + c (parabolak).
» Harmadfokii gorbék: y = ax>® + bx?® + cx + d.
» Tulajdonsagok:
» Dimenzié: A gorbék 1 dimenzidsak.
» fok: A polinomban megjelend legmagasabb hatvany.
» Sikgorbék a klasszikus geometridban:
Paraméteres megadas ‘ Implicit megadas

f:R— R2 F(x,y)=0
Atja’rés: Implicit fliggvény tétel, ha F derivdltja nem 0
(invertalhatd)
» Szingularitds: A gorbe olyan pontjai, ahol F derivéltjai
eltiinnek, azaz ahol nem definidlhaté az érintéegyenes.



Algebrai gorbék: Bézout tétel

Projektiv geometria: a tér , végtelen tavoli” térelemekkel vald
kibOvitése.

Erdemes az algebrai gorbéket a (komplex test feletti) projektiv
térben tekinteni.

Bézout tétel: Két projektiv algebrai gorbe metszéspontjainak
szdma = a fokok szorzata

N = deg C; - deg G

Két harmadfoki gorbe  Egy mdasod- és egy negyedfoku



Gorbék Szamolasa

> Tétel (19. szazad): A projektiv térben minden sima
harmadfokd feliileten pontosan 27 egyenes talalhaté.

» Lehetséges feladatok:

» Modern bizonyitds: Schubert kalkulus — sok mas geometriai
dolog is megszdmolhaté vele

m]

» Gromov-Witten invaridansok — fizika, hirelmélet matematikdja
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Csomodk

» Egy csomé egy kor bedgyazasa a 3-dimenzids térbe, R3-ba.
Példa:

Trivialis csomé (Unknot)

> A csomdkat ekvivalencia szerint tanulmanyozzuk, vagyis
akkor tekintjiik azonosnak, ha vagas nélkiil deformalhaték
egymasba. Pl. Léhere csomé (trefoil)
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Kapcsolat az algebrai gorbék és a csomdk kozott

> f:(C2,0) — (C,0) fiiggvény
> Vi = f1(0) C C™! gorbe izoldlt szingularitassal:
Sing(Vf) = {z: 0f(z) =0} n V¢ = {0}

Tétel (Milnor)
Létezik egy 0 < €9 < 1 valds szam, hogy minden 0 < € < g
esetén B. = {z € C?: ||z|| < e}-ra hogy S: = OB. h V; és
Kr = S. N Vr egy e-tdl nem fiiggd, valds 1 dimenziés C°°-sokasag
(f csomdja).
Példa: A, gorbe szingularitas (cusp): x> +y3 =0
Izolalt szingularitds az origdban:
Of JOx =0f/0dy =0 & x=y=0

Valés kép: N/ Csomé: CC-D



Lehetséges feladatok

» Csomdéinvariansok szamitasa és 6sszehasonlitasa:
vizsgdlhatd néhany klasszikus csomé (pl. trefoil, figure-eight,
toruszcsomdék) alapvetd invaridnsa: csomdszam, csomdindex,
Alexander-polinom, Jones-polinom, szinezhet6ségi invariansok.

» Toruszcsomok vizsgalata:

» A toruszcsomdk (pl. (T(p,q))) alapvetd tulajdonsigai:
minimalis metszésszam, seifert-feliilet, Alexander-polinom.

> Feladat: bizonyos osztalyokban (pl. (T(2,n))) explicit
invaridnsok levezetése, és osszehasonlitds mas
csomécsaladokkal.



