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Matematikusok a populaciébiolégidban

> Mihez kezdhet egy matematikus a populacidbiolégidban?

Altaldnos és Gsszetett biolégiai modellek egyszeriisitett
véltozatainak matematikai formalizdlasa.
Kisérletek /Okoszisztémak leirdsa véletlen, egyed alapu
modellekkel.
Az egyszerii modellekben tételek bizonyitasa
B a bioldgiabdl ismert eredmények matematikai igazoldsara vagy
m eddig ismeretlen jelenségek, evollicids tényezOk azonositasa
céljabdl — szerencsés esetben kisérletileg is ellendrizhetdk.
Sokszor bonyolultabb modellekre is érvényes kovetkeztetések.
Esetenként statisztikailag igazolhatdak valddi evolicids
kisérletekben (pl. Lenski-kisérlet) vagy a természetben is.
Az allitasok megsejtéséhez és a til bonyolult allitasok
numerikus igazoldsdhoz hasznosak a szimulacidk.
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A bioldgiai modellekrdl kicsit konkrétabban

» Gyakran BSc-s valszamos targyakbdl ismert tipust folyamatok:
m diszkrét idejii Markov-lancok — Wright—Fisher-modell stb.
m folytonos idejii Markov-lancok — pl. Moran-modell
m eldgazoé folyamatok és egyéb sziiletési—haldlozési folyamatok
> Teljes populacié mérete — oo = paraméterek (ido,
mutécidk gyakorisaga, szelekcids elénye) megfeleld
skaldzasdval hatarértékként érdekes folyamatokat kaphatunk:
m determinisztikus (diffegyenlet-rendszerek, ldsd Din. mod. bio.)
m sztochasztikus, pl. Wright—Fisher-diffiizi4, Kingman-koaleszcens

> A véletlen kisméretii részpopulacidknal fontos szerepet jatszik.
(PI. 4j mutdcié6 — Tulélés valdszinlisége? Mutédns populacié
novekedési ratdja? Nem irhatdak le differencidlegyenletekkel.)

» Allandé populdciéméret vagy logisztikus versengés
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Lehetséges feladatok matekos szakdolgozéknak™

Irodalomfeldolgozas jellegli: tobb, matematikailag hasonld, de
kiilonbozo bioldgiai motivacidju modellrdl sz6lé cikk
eredményeinek megértése, kifejtése és osszehasonlitasa

m hozzdadott érték: kiilonbozo eredetli és jelolésli modellekrdl
megmutatni, hogy bizonyos esetekben megegyeznek egymassal
— egyik cikk eredményeit alkalmazhatjuk a masik modellre is

m pl. tavalyi BSc-szakdolgozattéma: peripatrikus koaleszcens és
magbank-koaleszcens osszehasonlitdsa

m szimuldcié/programozds ehhez nem feltétleniil sziikséges,
valszdmtudas igen

Lehetséges olyan szakdolgozat-feladat is, aminek szimuldcié is
része (pl. egy konkrét modell megértése és szimuldldsa, esetleg
kordbbi szimuldciés médszerek javitdsa uj algoritmusok/
programcsomagok segitségével)
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Egy konkrét példa: a Moran-modell

Haploid, ivartalanul szaporodé egyedek, allandé populdcioméret
(N), folytonos id6. PI.: kezdetben 2 semleges genotipus, a (piros)
és A (kék). pi(t): i-edik egyet fitnesze ¢ iddpontban, ¢;(0) = 0.

w1(t)
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on(t)
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oL, 1 zaz ) £
semleges nyilak: 3 ratdval paronként,
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Egy konkrét példa: a Moran-modell

Haploid, ivartalanul szaporodé egyedek, allandé populaciéméret
(N), folytonos idé.

e1(t) =k
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semleges nyilak: % rétaval paronként, mutdcick: 5¥ egyedenként, a; véletlen,
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Egy konkrét példa: a Moran-modell

Haploid, ivartalanul szaporodé egyedek, allandé populaciéméret
(N), folytonos idé.

e1(t) ‘ s
%.(t)

@j.(t) =3 e

<PN.(t) =

semleges nyilak: % rétaval paronként, mutdcidk: ¥ egyedenként, a; véletlen, szelektiv nyilak: ¥

paronként, az n-edik csak akkor hatdlyos, ha a tdmadé szelektiv elénye > w),
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Egy sikeres (és par sikertelen) mutansinvazié
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1. dbra. A rezidens (fekete) és a muténs (piros) populdcié ardnya.

Mutans sziiletése — lathatd novekedésének kezdete: ;“s]yv ido.
i

. Volt rezidens kipusztuldsaig: tovabbi %

Helycsere: konstans
SN
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Egy sikeres (és par sikertelen) mutansinvazié
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Ha egy mutans az invazidja kezdeti szakaszat tuléli, akkor nagy

valészintiséggel exponencidlis novekedésnek indul.
(Ismerés a Covid-19 varidnsainak torténetébél?)
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Klonalis interferencia
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2. abra. Testvérharc: a zold mutans sziil6je is a fekete rezidens. Amint a
kék (erbsebb) populécié rezidenssé valik, a zold csdkkenni kezd.
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Klonilis interferencia (sv = )
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3. abra. Logaritmikus ardnyok az el6z6 4bran lathaté szituaciéban.
Kb. exponencidlis ndvekedés/csokkenés ott < kb. linedris itt.
Egy részpopuldcié « €]0, 1] magassdgban van < mérete =~ N©.
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A hatdrértékként fellépo folyamat

Legyen a mutdnsok szelekcids elénye N-tol fliggetlen: sy =s >0
szorozva egy, a mutanstdl fuggd véletlen pozitiv szdmmal.

Legyen a generdciénkénti mutdcidgyakorisdg pun =konstans/In N.
Gyorsitsuk fel az idét In N-szeresére = egy sikeres invazié véges (N-tdl
lényegében nem fliggd) hosszisigl ideig tart.

Mi a felgyorsitott logaritmikus populdaciéméretek ,,hatarértéke”, amint
N — o0? 2

» Szakaszonként linedris fliggvények — mutdns populdciéméretek
kitevoi. Kitevé = 1 — az adott részpopuldcié a rezidens.

T
00 0
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> Mutansok sziiletési ideje és szelekcids elénye még mindig véletlen, de
ezek a fuggvényeket egyértelmiien meghatarozzak. Szulé=rezidens.
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A hatdrértékként fellépo folyamat
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> Torések idépontjai: amikor a rezidens populdcié megvéltozik (vagyis
valamelyik mutdns magassdga eléri az 1-et).
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A hatdrértékként fellépo folyamat

Legyen a mutansok szelekcids elonye N-tdl fuggetlen: sy = s >0
szorozva egy, a mutanstdl fuggd véletlen pozitiv szimmal.

Legyen a generdciénkénti mutacidgyakorisig pun =konstans/In N.
Gyorsitsuk fel az id6t In N-szeresére = egy sikeres invazi6 véges (N-tdl
lényegében nem fiiggd) hosszisagu ideig tart.

Mi a felgyorsitott logaritmikus populdcidméretek ,,hatarértéke”, amint
N — 007 B

> A konvergencidt belattuk abban az esetben, amikor az «;-k eloszldsa
nem fiigg N-t6l. 0-hoz tarté ay-k esete — lehetséges PhD-téma.
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Az evollcid sebessége

Kérdés: a hatarértékként fellép6 folyamatban milyen sebességgel
novekszik az aktudlis rezidens populécié fitnesze (¢ — F'(t))?
Allitas (,NSZET"): Ha az a; fitnesznévekmények vérhaté értéke
véges, akkor létezik v € (0,00): limy_,o, Ry/t = U, majdnem
biztosan. Kiilonben lim;_,, R;/t = co m.b.
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Az evollcid sebessége

0 a b atc

0 ids

Kérdés: a hatarértékként fellépo folyamatban milyen sebességgel
novekszik az aktudlis rezidens populdcié fitnesze (t — F(t))?

A ¥ sebesség kiszamitasa dltaldban nehéz, zart képletet csak
determinisztikus és konstans «; esetén ismerunk.

Pontos numerikus sebességértékeket csak szimulacioktdl, jé
kozelitést pedig heurisztikdktdl varhatunk.

— Lehetséges PhD-/MSc-téma.
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Az igazi Moran-modell
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A konvergencia sebessége (Moran-modell)

> Lattuk: a Moran-modell folytonos idejii populaciémodell.

» A korabban latott szimuldcidk valéjaban egy (megfeleléen
felgyorsitott) diszkrét idejii modellbdl szarmaznak, ahol minden
generdcidban az osszes egyed egyszerre szaporodik.

(Ez a Cannings-modellek egy fajtdja.)

» Folytonos id6 = nagyobb szamitdsi kapacitds sziikséges.
Itt: Cannings— 2 x 10, Moran— 5 x 10° populdciéméret.
> Kisebb populaciéméret = nagyobb eltérés a hatarértéktdl.
m Pl.: egy mutans sziil6je nem a rezidens.
m Pl.: nagyobb fluktuacidk, a linedristdl jobban eltéré szakaszok.

m Széls6séges esetben a szimuldcié nem segit a bizonyitandé
matematikai allitdsok megsejtésében.
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A Moran-szimulacidk fejlesztése

A kozelmdltban megjelentek véletlen, egyed alapd, folytonos ideji
populdciémodellek hatékonyabb szimulacidjara szolgald,
nyilvanosan elérhetd programcsomagok.

Cél (lehetséges feladat TTK-s hallgatéknak is):

> ilyen programcsomagok alkalmazdsa Moran-modellre és
sziikség esetén tovabbfejlesztése — nagyobb populacié
szimuldldsa.

» Tavalyelétti BSc-szakdolgozattéma: az IBMPopSim
programcsomag alkalmazdsa — sokfajta populacié
szimuldlasdhoz hasznos, de a Moran-modell esetén a
szakdolgozat eredményei alapjan sajnos nem sokat segit.

> Mas mddszerekkel, csomagokkal gyorsitani a szimuldciét??
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Koszonom a figyelmet!
Email: tobiasandrasj@gmail.com
SzIT-es témakiirdsok: https://cs.bme.hu/oktatas/temakiiras.html

A cikkiink elérhet6 itt: https://arxiv.org/abs/2407.00793

Cikk a hatdrértékként felléps folyamattal kapcsolatos algoritmikus
kérdésekrél (Friedl Katalin, Nemkin Viktéria, TA):
https://arxiv.org/abs/2502.11561

Koszonet Felix Hermann tdrsszerzémnek a prezentdcioban lathato
szimulaciokért.



